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1 課題 A
全体の感想

　それぞれのスキームがどのような発想から生まれるかといったことが丁寧に解説されたため、非常に分かりやすか
った。また課題で数値計算スキームを可視化したのがとても楽しかった。

線形問題のパートについて

　スキームの比較が非常に面白かった。特に数値拡散まわり（Lax-Wendroffや人工粘性など）の話は明快でよく理
解することができたように思う。ただ、保存スキームのあたりは最初は少し理解に苦しんだ。（有限体積法を知らなか
った為だと思われる。）

非線形問題のパートについて

　 Riemann問題の話は非常に面白かった。ただしその前段階の弱解やエントロピー条件などの話は難しいと感じた。
元の微分方程式が滑らかな関数の範囲で解けない時に積分形を満たす解から物理的に適切な解を持ってくるという発
想は理屈としては納得できるが、厳密になぜそのやり方で正しい解を拾ってこれるのかが少しモヤモヤした。　
　ただ、Euler方程式周りの話は非常にわかりやすかった。（元々馴染みのある方程式だったからかもしれないが…）
できればレポートの Euler方程式の問題も解きたかったが、時間が足りなくて断念してしまったのが悔やまれる。

2 課題 B

（B-1）u (x, t) = u0 (x− tc)　（B-2）∂u

∂t
=

un+1
i − un

i

∆t
　（B-3）∂u

∂x
=

un
i+1 − un

i−1

2∆x
　

（B-4）un+1
i = un

i − c∆t

2∆x

(
un
i+1 − un

i−1

)
　（B-5）無条件不安定　

（B-6）0 ≤ ν ≤ 1なら安定、ただし ν =
c∆t

∆x
　（B-7）−1 ≤ ν ≤ 0なら安定、ただし ν =

c∆t

∆x
　

（B-8）数値計算スキームが安定となるためには、物理的な情報の伝播がすでに済んでいる位置での情報を使って求め
たい位置での時間ステップ更新を行う必要がある。

（B-9）位相誤差　（B-10）数値拡散が大きくなる　（B-11）1

2
c2

∂2u

∂x2
∆t　（B-12）逆拡散　

（B-13）数値拡散の項（あるいは、
{
1

2
ν2

(
un
i+1 − 2un

i + un
i−1

)}
の項）　（B-14）数値振動　

（B-15）Godunovの定理　（B-16）人工粘性　（B-17）積分　（B-18）保存則が成立　（B-19）特性量　

（B-20）dx

dt
= λ (x)　（B-21）線形移流方程式が ∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
と書き表される時、移流速度 c　（B-22）物理量 u　

（B-23）２つの特性量の値を持つことが必要　（B-24）衝撃波　（B-25）粘性（数値拡散）　（B-26）弱解　

（B-27）エントロピー条件　（B-28）左（負）向きの音波　（B-29）エントロピー波　（B-30）右（正）向きの音波
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3 課題 D-1
　 x > 0向きの移流速度をもつ線形移流方程式を考えることにする。すなわち次の方程式を考える。

∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= 0 (c > 0) (1)

ただし cは計算に際して適宜定めるものとする。
　また、今回は一次精度風上差分と Lax-Wendroffを用いて上式を解くことを考える。具体的には、空間方向に幅∆x

で i = 1, 2, . . .と離散化し、時間方向に幅 ∆tで n = 0, 1, . . .と離散化する時、一次精度風上差分及び Lax-Wendroff
は（c > 0より FTBSとなるので）次のようなスキームとなる。

一次精度風上差分（FTBS）: un+1
i = un

i − c∆t

∆x

(
un
i − un

i−1

)
(2)

Lax-Wendroff: un+1
i = un

i − c∆t

2∆x

(
un
i+1 − un

i−1

)
+

1

2

(
c∆t

∆x

)2 (
un
i+1 − 2un

i + un
i−1

)
(3)

　実際の計算においては計算領域を 0 ≤ x ≤ 1とした上で周期境界を用い、初期条件は u0(x) = sin (2πx)と定める。
また、c = 0.5と定め、適当に定めた格子幅∆xに対し CFL条件を満たすように（すなわち c∆t/∆x < 1となるよう
に）∆tを定めた。*1 また計算は Fortranを用いて行った。*2 そのようにして計算して得られた結果を Figure1左図
に示す。

Figure1: 一次精度風上差分及び Lax-Wendroffを用いた移流の数値計算結果。左は正弦波を初期条件に t = 1.0ま
で計算した結果。右は矩形波を初期条件に t = 7.0まで計算した結果。（動画ページではそれぞれ図１及び図２に対応
している。）

　今 Figure1左図を見ると、1次元風上差分（図中青線）では数値拡散によって波のピークが低くなってしまっている
のに対し、Lax-Wendroff（図中オレンジ線）ではそのような減少が生じていない。これをより詳しく見るために、矩

*1 具体的には、∆x = 0.01、c∆t/∆x = 1/3とした。
*2 Fortranが一番慣れているので...
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形波を初期条件として計算した結果を示したのが Figure1右図である。ただしここでは初期条件を

u0 (x) =

{
1 (x < 0.5)

−1 (x > 0.5)
(4)

とした。Figure1右図を見ると、一次精度風上差分の数値拡散が非常に良く見て取れる。また、Lax-Wendroffは時間
が経っても波の強さを維持することができているが、同時に数値振動が生じてしまっている。

　次に、∆xの値を様々に変化させて誤差

ϵ =

√∫
|u (x)− uanalytic (x)|2 dx ≈

√∑
i

|un
i − uanalytic (xi)|2 ∆x (5)

がどのように変化するかを調べる。そのためにまず、それぞれのスキームにおける誤差の理論式を導出する。

　まず一次精度風上差分について考える。安定性解析をすると、複素増幅率は次のように求まる。

g =
ũn+1

ũn
= 1− ν

(
1− e−jθ

)
(6)

ただし ν = c∆t/∆x,θ = k∆xであり、k はフーリエ展開における波数、j は虚数単位である。
　この時、初期条件の正弦波は k = 2π の波であり、その複素振幅は 1 である。よって十分時間が経ったのちも
k = 2π であると考えれば、この波の複素振幅は ũn = 1 × gn となるはずである。よって t = T = n∆t での波は
un
i = Im

{
gnejki∆x

}
となる。（ただし k = 2πである。）また数値解は uanalytic = sin (2π (x− cT ))であるが、これを

フーリエ展開の形で書くと uanalytic = Im
{
ej2π(x−cT )

}
である。

　よって（5）中に現れる値は次のように計算される。

|un
i − uanalytic (xi)|2 =

∣∣∣Im{
gnejki∆x

}
− Im

{
ej2π(xi−cT )

}∣∣∣2 (7)

=
∣∣Im{

ej2πxi
(
e−j2πcT − gn

)}∣∣2 (8)

よって e−j2πcT − gn = A = |A| eiϕ とおけば次を得る。

|un
i − uanalytic (xi)|2 = |A|2 sin2 (ϕ+ 2πxi) (9)

よって、xi = xとして（5）中の積分にこれを代入すれば、誤差は次のように計算される。

ϵupwind =

√∫
|un

i − uanalytic (xi)|2dx = |A|
{∫ 1

0

sin2 (ϕ+ 2πx) dx

}1/2

=
|A|√
2

(10)

　特に今、e−j2πcT =
(
e−j2πν∆x

)n であるから、これを En と書くことにすれば、（10）式中に現れる Aを次のよう
に計算することができる。

A = En − gn (11)
= (g − E)

(
gn−1 + gn−2E + · · ·+ En−1

)
(12)

... (13)

= −1

2
(1− ν) k2cT∆xEn−1 +O

(
∆x2

)
(14)
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*3 よって |E| = 1などを用いれば、ϵupwind = |A| /
√
2は次のように求まる。

ϵupwind =
cT

2
√
2
(1− ν) k2∆x+O

(
∆x2

)
(19)

よって、∆x ≪ 1で ϵupwind ∝ ∆x が成立する。
　以上の考察から最終的な ϵupwind と ∆xの両対数プロットは傾き 1の直線になると期待されるが、∆x ∼ 1におい
ては直線から離れることも予想される。

　次に Lax-Wendroffの場合について考える。この時、安定性解析をすると複素増幅率は次のように求まる。

g =
ũn+1

ũn
= 1− jν sin (k∆x) + ν2 (cos (k∆x)− 1) (20)

この場合においても、t = T での解析解と数値解の誤差は

ϵLax-Wendroff =
|A|√
2

(
with: A = En − gn , E = e−j2πν∆x

)
(21)

のように計算されることは変わらないので、上式の g に（20）を代入すれば Lax-Wendroffの場合の誤差を得ること
ができる。Aについては先と同様に計算することができ、

A = En − gn = · · · = j

6

(
ν − ν3

) Tkc
ν

(k∆x)
2
En−1 +O

(
∆x3

)
(22)

となる。*4 よって先と同様にして、ϵLax-Wendroff として次を得る。

ϵLax-Wendroff =
1

6
√
2

(
ν − ν3

) Tk3c
ν

∆x2 +O
(
∆x3

)
(27)

よって、∆x ≪ 1で ϵLax-Wendroff ∝ ∆x2 が成立する。
　以上の考察から、最終的な ϵLax-Wendroff と ∆x の両対数プロットは傾き 2 の直線になると期待されるが、やはり
∆x ∼ 1においては直線から離れることが予想される。

*3 ここの計算においては、g 及び E を

g = 1− ν
(
1− e−jk∆x

)
= 1− νj2π∆x−

ν

2
k2∆x2 +O

(
∆x3

)
(15)

E = e−j2πν∆x = 1− νj2π∆x−
ν2

2
k2∆x2 +O

(
∆x3

)
(16)

のようにテイラー展開し、そこから従う

g − E = −
ν (1− ν)

2
(k∆x)2 +O

(
∆x3

)
(17)

gn−1 + gn−2E + · · ·+ En−1 = nEn−1 +O
(
n2∆x2

)
= nEn−1 +O

(
(cT/ν)2

)
∼ nEn−1 +O (1) (18)

などを用いている。（行間がそこそこ長いので割愛するが、間違っていそうで怖い…）
*4 ここの計算においても、（k∆x = θ とおいた上での）テイラー展開

g = 1− jν sin (k∆x) + ν2 (cos (k∆x)− 1) = 1− jνθ −
ν2

2
θ2 +

jν

6
θ3 +O

(
θ4

)
(23)

E = e−j2πν∆x = e−jνθ = 1− jνθ −
ν2

2
θ2 +

jν3

6
θ3 +O

(
θ4

)
(24)

を用いることで得られる

g − E =
j

6

(
ν − ν3

)
θ3 +O

(
θ4

)
(25)

gn−1 + gn−2E + · · ·+ En−1 = nEn−1 +O (1) (26)

と言う関係を用いている。
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　ここまでの考察を踏まえた上で、実際に ∆xを様々に変えながら ϵを計算し、プロットした図が Figure2。

Figure2: 解析解と数値解の誤差 ϵの ∆x依存性。青が一次精度風上差分、オレンジが Lax-Wendroff。青の波線は
ϵ ∝ ∆xの直線を、オレンジの破線は ϵ ∝ ∆x2 の直線を表している。

　 Figure2を見ると、一次精度風上差分は ϵ ∝ ∆xとなっており、Lax-Wendroffは ϵ ∝ ∆x2 となっていることがわ
かる。（それぞれの色の破線と傾きが一致していることからわかる。）よって題意は示せた。また、∆x ∼ 1近傍で ϵが
∆xや∆x2 に比例しなくなるのも予想通りである。（傾きが若干下がってしまっている。）先に導いた誤差の理論式を
考えれば、これは ∆xが大きい時は誤差の高次の項が無視できなくなることが原因であるとわかる。

おまけ：その他のスキーム

　今回、線形移流方程式において一次精度風上差分と Lax-Wendroff の挙動を観察したが、そのついでに FTCS や
Kawamura-kuwaharaスキーム、QUICKESTスキームなどでも数値解の挙動を確認した。*5 *6

FTCS: un+1
i = un

i − ν

2

(
un
i+1 − un

i−1

)
(28)

Kawamura-Kuwahara: un+1
i = un

i − ν

12

(
−un

i+2 + 8un
i+1 − 8un

i−1 + un
i−2

)
−ν

4

(
un
i+2 − 4un

i+1 + 6un
i − 4un

i−1 + un
i−2

)
(29)

QUICKEST: un+1
i =

ν(ν2 − 1)

6
un
i−2 −

ν(ν2 − ν − 2)

2
un
i−1

+
{
1 +

ν

2

(
ν2 − 2ν − 1

)}
un
i − ν(ν2 − 3ν + 2)

6
un
i+1 (30)

その結果を示したのが Figure3である。
　 Figure3左図中の黄色線は、矩形波を初期条件に FTCSスキームで時間発展させた時の数値解を示している。この

*5 Kawamura-Kuwaharaスキームは工学部の災害シミュレーションの授業でちょうど扱ったため、採用した。また QUICKESTスキームは
名前がカッコよかったので採用した。（あとすごいらしいと聞いたので。）

*6 Kawamura-Kuwaharaスキームは [1] を、QUICKESTスキームは [2]を参考にした。
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Figure3: 様々なスキームにおける矩形波の移流の計算結果。左から FTCSスキーム、Kawamura-Kuwaharaスキ
ーム、QUICKESTスキーム。

図を見ると解が激しく振動していることがわかる。また、この後も時間発展を続けると、解がやがて発散することが
わかり、FTCSスキームが無条件不安定となっていることが見て取れる。（動画ページの図３を参照。）
　また、Figure3右図中の緑色線は、同様の初期条件をKawamura-Kuwaharaスキームで発展させた時の様子を示して
いる。この図を見ると、FTCSのような不安定さや一次精度風上差分のような数値拡散がなく、尚且つ Lax-Wendroff
のような激しい数値振動も生じていないことがわかる。しかし、実際にこの結果を得るためには格子間隔を FTCSに
比べ優に小さくする必要があり、FTCSと同様の計算量では解は不安定となってしまった。（動画ページの図４を参
照。）
　最後に、Figure3右図中の薄紫色線は、同様の初期条件を QUICKESTスキームで発展させた時の様子を示してい
る。この図を見ると、QUICKESTスキームにおいてもまた、Kawamura-Kuwaharaスキーム同様不安定さや数値拡
散・数値振動の問題が全て抑えられていることがわかる。その上で、QUICKESTスキームで安定な解を得るために
は Kawamura-Kuwaharaスキームほどの小さな格子間隔を必要としなかった。この点から、QUICKESTスキーム
が計算量という観点においても優秀であることを体感することができた。（動画ページでは図５に対応。）

　最後に、これまで出てきた全てのスキームを比較する。今 Figure4に、全てのスキームによる時間発展の様子を示
している。また Table1にはそれぞれのスキームの特徴をまとめている。今回の実験で、直感的には

一次精度風上差分 < FTCS < Lax-Wendroff < Kawamura-Kuwahara < QUICKEST (31)

の順にスキームが「高級」になっていっていることがわかった。（この順に、一つ前にあるスキームの問題を解決して
いっている。（Table1の備考参照。））

*7 [1]によれば、3次精度風上差分となっているらしい
*8 [3]によれば QUICKESTは 3次らしい…？（要確認）
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Figure4: 線形移流方程式に従う矩形波の時間発展の様子。黒が解析解、水色が一次精度風上差分スキーム、オレン
ジが Lax-Wendroffスキーム、黄色が FTCSスキーム、緑が Kawamura-Kuwaharaスキーム、薄紫が QUICKEST
スキームに対応している。（動画ページでは図６に対応。）

スキーム 数値拡散 安定性 数値振動 計算量 空間精度 備考

一次精度風上差分 × × 1次精度しかない

FTCS × × ◦ 2次精度あるが、不安定

Lax-Wendroff ◦ ◦ × ◦ 2 次精度かつ安定だが、数
値振動

Kawamura-Kuwahara ◦ ◦ ◦ × ◦◦ 3 次精度*7かつ安定かつ数
値振動しないが、計算量 ×

QUICKEST ◦ ◦ ◦ ◦ ◦◦ 3 次精度*8かつ安定かつ数
値振動しないかつ計算量 ◦

Table1: スキームの性質の比較。◦は性質が良いことを表し、×は性質が悪いことを表す。
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4 課題 D-2
　非粘性 Burgers方程式

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0 (32)

を与えられた初期条件のもとで解くことを考える。ただし、問題では計算領域を −1 ≤ x ≤ 1としているが、より詳
しく波の性質を観察するため計算領域は −2 ≤ x ≤ 2と取ることにする*9。すなわち初期条件を

u (x) =


0 −1 < x < −1/3

1 −1/3 < x < 1/3

0 1/3 < x < 1

; u (x) =


0 −2 < x < −1/3

1 −1/3 < x < 1/3

0 1/3 < x < 2

(33)

と変更することにする*10。

解析解

　まず、この場合の解析解を考えることにする。そのためにはまず積分形を満たす弱解を構成し、その解がエントロ
ピー条件を満たしているかどうかを確認すれば良い。
　その上で、今回は初期条件が矩形波であり、初め x = 1/3にある不連続面を前面、x = −1/3にある不連続面を後
面と呼ぶことにすると、前面においては UL > UR の Riemann問題を考えればよく、後面においては UL < UR の
Riemann問題を考えれば良い。（Figure5参照。）

Figure5: 課題 D-2の問題の読み替え。二つの不連続面はそれぞれ UL > UR 及び UL < UR の Riemann問題に対応
していると考えることができ、よって前面は衝撃波、後面は膨張波となるような解が解析解となることが期待される。

　よって、このような Riemann 問題の解析解を考えれば、今回の場合においては前面が衝撃波で後面が膨張波と
なるような波が解析解となることが期待される。すなわち今、Figure5のように後面の Riemann問題を (UL1

, UR1
)、

前面の Riemann 問題を (UL2
, UR2

) の Riemann 問題として定式化することを考えれば、UL1
= UR2

= 0 かつ

*9 計算領域が −1 ≤ x ≤ 1だと、周期境界を回り込んだ波がすぐに自分の波の後端に追いついてしまい、重ね合わせが生じてしまう。そこで、
できるだけ長く波の挙動を観察するために計算領域を長めに取ることにした。

*10 領域を広げただけで本質的には何も変えていない。
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UR1 = UL2 = 1であり、これらに対し解析解は次のようになっているべきである。

u(x) =



UL1

(
x < −1

3
+ UL1t

)
x− (−1/3)

t

(
− 1

3
+ UL1t < x < −1

3
+ UR1t

)
UR1

(
− 1

3
+ UR1t < x

)
UL2

(
x < +

1

3
+ St

)
UR2

(
+

1

3
+ St < x

)
(34)

ただし衝撃波速度 S は Burgers方程式における衝撃波速度の条件 S = (UL2 + UR2) /2を満たさねばならない。よっ
てこれらの式に UL1

などの値を代入していけば、予想される解析解は（35）式及び Figure6で表されるようなものと
なる。

u(x) =



0
(
x < −1

3

)
x+ 1/3

t

(
− 1

3
< x < −1

3
+ t

)
1

(
− 1

3
+ t < x <

1

3
+

1

2
t
)

0
(

+
1

3
+

1

2
t < x

)
(35)

Figure6: （35）式で表される解。

　今（35）式の膨張波と衝撃波はそれぞれが Riemann問題と見做せるような領域で積分形の Burgers方程式を満た
し、ここに積分の加法性*11を加味すればその組み合わせとして表される（35）式もまた積分形の Burgers方程式を満
たすことがわかる。よって、（35）式で表される解は弱解である。
　ただし、Figure6を見ると膨張波は衝撃波よりも早く進むことがわかり、計算すると tc = 4/3で追いついてしまう。
（この時衝撃波面は xc = 1にある。）この時、膨張波が追いつくと −1/3 + t < x < t/2を満たす領域（すなわち膨張
波と衝撃波面の間の u = 1の部分、Figure6で表すと、右二つの赤点の間の「平坦」な部分）が消失してしまい、「系
が二つの Riemann問題の足し合わせと見做せる」という前提が崩れてしまう。よって t > tc 以降では（35）式で表
される解が弱解となるとは限らない。

*11
∫ b
a =

∫m
a +

∫ b
m
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　そこで、t > tc 以降の弱解の候補として（36）式及び Figure7で表されるような解を考える。*12

u(x) =


x+ 1/3

t

(
− 1

3
< x < xs (t)

)
0

(
otherwise

) (36)

Figure7: （36）式で表される解。

この時、この解が積分形の Burgers方程式

d

dt

∫ x2

x1

Udx = −u(x2, t)
2

2
+

u(x1, t)
2

2
(37)

の解となる条件を考える。以降、見やすさのため膨張波の起点を x0 = −1/3と書くことにする。（すなわち膨張波は
U = (x− x0)/tとなる。）この時、（37）式は −1/3 < x1 < xs(t)、xs(t) < x2 として確かめれば十分で、この時（37）
式の左辺及び右辺は

LHS =
d

dt

∫ xs(t)

x1

Udx+
d

dt

∫ x2

xs(t)

Udx (38)

=
d

dt

∫ xs(t)

x1

Udx (39)

=
d

dt

∫ xs(t)

x1

x− x0

t
dx (40)

=
xs(t)− x0

t

dxs(t)

dt
− 1

2

(xs(t)− x0)
2

t2
+

1

2

(x1 − x0)
2

t2
(41)

RHS = −u(x2, t)
2

2
+

u(x1, t)
2

2
(42)

=
u(x1, t)

2

2
(43)

=
1

2

(x1 − x0)
2

t2
(44)

*12 衝撃波面 xs(t)が必ずしも一定でない速度で進むと仮定し、また衝撃波の後方は t < tc の膨張波解と同様の式で表されると仮定して（36）式
を導いた。
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となるので、LHS = RHSから xs(t)が満たすべき条件が次のようになる。

dxs(t)

dt
=

xs(t)− x0

2t
(45)

よってこの微分方程式を初期条件 x(tc) = xc の下とけば、最終的に xs(t)として次を得る。

xs(t) = x0 +
2√
3

√
t (46)

よって、xs(t)が（46）式で表される時（36）式で表される解は t > tc における弱解となる。

　よって、t < tc 及び t > tc での弱解を組み合わせれば、最終的に弱解として次を得る。

u(x, t < tc) =



0
(
x < −1

3

)
x+ 1/3

t

(
− 1

3
t < x < −1

3
+ t

)
1

(
− 1

3
+ t < x <

1

2
t
)

0
(

+
1

3
+

1

2
t < x

)
(47)

u(x, t > tc) =


x+ 1/3

t

(
− 1

3
< x < −1

3
+

2√
3

√
t
)

0
(

otherwise
) (48)

また、これを図に表したのが Figure8である。

Figure8: 考えている弱解の模式図。

　 Figure8を見ると、弱解は t < tc においては一定速度進む衝撃波とその後ろからやはり一定速度で進む膨張波の組
み合わせとして表され、t = tc で膨張波が衝撃波に追いつくと、以降は衝撃波面が減速しながら高さを失っていき、
やがて完全に平坦な解 u = 0に収束することがわかる。

　さて、弱解が求まったので、次に考えるべきはこの弱解がエントロピー条件を満たすか否かである。そこで、得ら
れた弱解を参考に特性曲線を描いてみると Figure9のようになる。
　 Figure9をみると、特性曲線はオレンジで表される衝撃波面に吸収されていることがわかる。よって特性曲線が不
連続に収束している（不連続から特性曲線が湧き出していない）ことがわかり、今考えている弱解はエントロピー条
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件を満たしている。よって、（47）（48）式（あるいは Figure8）で表される解が今回の系における解析解である。

Figure9: 考えている弱解の特性曲線 dx/dt = u(x, t)。特性曲線に沿って uの値が保存する。オレンジの線は衝撃
波面の位置を表し、青の領域は膨張波を表す。また緑は衝撃波と膨張波に挟まれた u = 1 の平坦部を表し、これは
t = tc で消滅する。また、灰色の領域は u = 0となっている部分である。

計算

　解析解が求まったので、次は数値解について考える。今時間ステップ nにおいて un
i が求まっている時、一次精度

風上差分法及び 2段階 Lax-Wendroff法による un+1
i の更新スキームは次のよう。

1次精度風上差分: un+1
i = un

i − ∆t

∆x

(
f̂n
i+1/2 − f̂n

i−1/2

)
(49)

f̂n
i+1/2 =

(un
i )

2

2
(50)

２段階 Lax-Wendroff: un+1
i = un

i − ∆t

∆x

(
f̂n
i+1/2 − f̂n

i−1/2

)
(51)

f̂n
i+1/2 =

1

2

(
u
n+1/2
i+1/2

)2

− γn
i+1/2

∆x

∆t

(
un
i+1 − un

i

)
(52)

u
n+1/2
i+1/2 =

un
i + un

i+1

2
− ∆t

4∆x

[
(un

i+1)
2 − (un

i )
2
]

(53)

γn
i+1/2 = ϵ

∣∣un
i+1 − un

i

∣∣ (54)

　特に 2段階 Lax-Wendroffにおいては uの勾配が急なところで強くなるような人工粘性 γ を導入している。すなわ
ち γ = ϵ |∂U/∂x|として人工粘性を決定する。ただし ϵは人工粘性の強さを決めるパラメタである。
　また、計算に当たっては ∆t = ν∆x によって ∆t を定めることにする。（ν は適切に決定する。）また、∆x =

(領域幅) / (格子数)として ∆xを定めることにする。すなわち空間方向の格子数M が精度を決定するパラメタとな
る。
　以上より、今回の計算においてパラメタとなるのは格子数M と人工粘性の強さ ϵの２種類である。よってこれら
のパラメタを適宜調整しながら結果を観察する。
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結果

　まず、Figure10に 1次精度風上差分法を用いた計算結果を示す。（動画ページでは図７に対応している。）Figure10の
一番左の図は格子数を 50として計算した場合の t = 1頃の結果を示しているが、この画像を見ると衝撃波及び膨張
波は捉えられているものの、数値拡散により精度が悪く衝撃波面の傾きが緩くなってしまっていることがわかる。た
だし、格子数を 100, 200としてメッシュを細かくしていくと数値拡散は弱くなっていき、数値解の精度が良くなって
いく。（Figure10中央図及び右図参照。）
　次に、Figure11に 2段階 Lax-Wendroff法を用いた計算結果を示す。（動画ページでは図８に対応している。）ただ
し格子数は 100で固定しており、人工粘性の強さ ϵを変化させている。まず Figure11左図の一番人工粘性が強い場合
（ϵ = 0.05）を観察すると、一次精度風上差分に比べて数値拡散が抑えられており、一次精度風上差分で同じメッシュ
数で計算した場合（Figure10中央図）と比べても衝撃波の急峻な立ち上がりを捉えることができていることがわかる。
ただしその対価として数値振動が発生してしまっている。また、Figure11中央図及び右図（それぞれ ϵ = 0.2, 0.4、右
に行くほど人工粘性が強くなっている）を見ると、人工粘性が強いほど数値振動が抑えられる代わりに数値拡散が発
生し衝撃波の立ち上がりを捉えづらくなっていることがわかる。

Figure10: 1次精度風上差分を用いた数値計算の結果。画像の右にいくほど空間の格子数が多くなっている。（すな
わち ∆xが小さくなっている。）

Figure11: 2段階 Lax-Wendroffを用いた数値計算の結果。格子数は固定し、人工粘性の強さ ϵを変化させている。
画像の右にいくほど人工粘性が強くなっている。
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スキームの比較

　最後に二つのスキームの比較を行う。Figure12は 1 次精度風上差分（青）及び 2 段階 Lax-Wendroff（オレンジ）
による数値解を同じ画面に表示したものであり、左図は膨張波が衝撃波に追いつく前 (t < tc) での様子で右図は膨
張波が衝撃波に追いついた後 (t > tc) での様子ある。（動画ページでは図９に対応している。）この図や動画を見る
と、いずれのスキームも衝撃波の速度を正しく捉えることができており、それは衝撃波の速度が一定でなくなった
t > tc = 4/3以降も変わらない。（ただし精度の悪さに由来するずれは生じている。）また、やはり１次元風上差分で
は数値拡散が生じる影響で衝撃波面の立ち上がりが鈍くなっており、Lax-Wendroffの方が衝撃波面がより解析解に
近くなっている。
　また、メッシュを細かくするといずれのスキームでも衝撃波の再現精度が良くなることがわかる。（Figure13参照。
動画ページでは図１０に対応している。）　

Figure12: 1次精度風上差分（青）及び 2段階 Lax-Wendroff（オレンジ）の比較。左は膨張波が衝撃波に追いつく
前での様子。右は膨張波が衝撃波に追いついた後の様子。

Figure13: Figure12よりもメッシュを細かくした場合の数値計算結果。
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